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Difraccio de raigs X: introducci6

Introduccioé

Els raigs X van ser descoberts el 1895 per Rdentgen mentre
investigava sobre I'Gs dels tubs de raigs catodics. Va trobar una
radiacié per ell desconeguda i per aixo la va homenar “X”. Va trobar
gue es propagaven en linia recta, podien impressionar una placa
fotografica, no es desviaven amb camps magnetics o eléctrics i
tenien una gran capacitat de penetracio, perd0 no va poder-ne

determinar la naturalesa.

De fet, els treballs que han donat importancia als raigs X aplicats a la
Cristal-lografia no estaven encaminats a I'estudi dels cristalls, sin6 a
conéixer la naturalesa d’aquesta radiacié. A primers del segle vint,
Laue tractava de demostrar que els raigs X eren una radiacio
electromagnética de longitud d’ona molt més petita que la llum visible
i per aix0 va fer servir cristalls (els quals es suposava que eren
periodics) com reticle de difracci6. Aquest intent no va servir per
demostrar si els raigs X eren una radiacio electromagnética o no, que
es va demostrar per altres camins, pero en canvi va representar un

pas transcendental per I'estudi de la materia cristal-lina.

L'impuls important el va donar W.L. Bragg poc després dels assaigs
de Laue, ell va aprofitar els espectres de difraccié per a I'analisi de
les estructures cristal-lines. Ara se sap que els raigs X son una
radiacié electromagnética de longitud d’ona del mateix ordre de
magnitud que les distancies interatomiques (entre 0.5 i 10 A) i la
xarxa cristal-lina pot difractar-los. Com que la difraccid depen
d'aquestes distancies i de la seva periodicitat, coneixent els

parametres experimentals podem obtenir informacio sobre el cristalls.

Aixi dons, la difraccié dels raigs X pels cristalls permet, per una
banda investigar el propi cristall i determinar-ne la simetria i
I'estructura i per altre, si es disposa d’'un patronatge prou important,
identificar aquests cristalls, técnica que ha esdevingut rutinaria en

molts camps de la Quimica, la Geologia, etc.
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Interaccié amb la matéria

A part de la difracci6 que es desenvolupara més extensament en
aguest text, quan la radiacié X incideix sobre un cos qualsevol es
produeixin una série de fenomens, alguns dels quals es descriuen
aqui perqué tenen alguna importancia en I'estudi de la difraccio. Per
tant, no es planteja una seccid exhaustiva de descripcié d’allo que
succeeix entre els raigs X i la mateéria, siné una breu descripcio dels

processos més significatius a efectes de la comprensio d’aquest text.

Fluorescéncia

Els raigs X son una radiaci6 dalta energia i elevat poder de
penetracié. Quan interaccionen amb qualsevol substancia arrenquen
electrons dels diversos orbitals dels atoms i creen “forats” que soén
immediatament reomplerts per electrons procedents d'orbitals de
major energia del propi atom. Aquests, alhora, alliberen part de la
seva energia (la diferencia entre la de l'orbital de partida i del
d’'arribada) en forma de radiacid6 electromagnética, d’energies
discretes compreses entre els raigs X i l'infraroig. En compliment del
primer principi de la Termodinamica, la radiaci6 emesa ha de ser
d’'una energia menor que la radiacié excitant (o primaria) i, per tant,
de longituds d’ona més llargues que la radiacio excitant. Aixo vol dir
que la part de raigs X emesa com a fluorescéncia no pot tenir

energies superiors a I'excitacio.

Com que les diferencies d'energies entre els diferents nivells
energetics dels atoms soén discretes (fixes per a cada atom en cada
substancia), I'emissié Unicament esta formada per determinades
frequiéncies, que corresponen precisament a les diferéncies

energetigues entre nivells atomics.

Aquesta emissio, produida per [I'excitaci6 amb una radiacio
electromagnética, es coneix com a fluorescéncia i com que les seves
energies son caracteristiques dels atoms que formen el cos excitat,
es pot aprofitar com a técnica d'analisi quimica dels elements que

formen una determinada mostra.
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Difusié de Rayleigh (o elastica)

Com que la radiacié X és una ona electromagnetica, porta associat
un camp electric variable segons la freqiencia de la radiacié. Quan
aguest camp arriba a una particula carregada la desplaca segons la
seva carrega positiva 0 negativa i aquesta particula entra en vibracio
seguint la frequiencia de I'ona excitant.

(per a més detalls sobre interaccié entre ones i matéria

vegeu http://www.cristalografia.info/optica/4-interaccid,pdf)

Els nuclis dels atoms sén massa grans per seguir la freqiéncia
d’'oscil-lacié del camp eléctric perd, en canvi, la poca massa dels
electrons els permet vibrar amb el mateix periode que I'ona incident.
En aquestes condicions (una particula carregada oscil-lant) cada
electr6 es converteix en un dipol que emet energia en forma de
radiacio electromagnética de la freqtiéncia de la seva oscil-lacio. Es a
dir, cada electr6 es converteix en una font de radiacié X de la mateixa
freqiiéncia que la incident perd d’intensitat molt menor. Es el que es
coneix com difusio de Rayleigh, coherent o elastica i és la que
donara lloc a la difracci6 dels raigs X en el cas d'estructures

periodiques.

Difusié de Compton (o inelastica)

Aquesta difusi6 comporta un canvi de longitud d’'ona i la radiaci6
emesa és de menor energia que la incident. La diferéncia d’energies
entre ambdues, que no es pot perdre, és acumulada per I'atom en
forma de vibracio residual, canvis d'estats energetics, etc. Es tracta
de la difusi6 de Compton, inelastica o incoherent. La seva intensitat
és molt més petita que la difusié de Rayleigh i provoca un fons de

radiaciod continua.

Absorcid

Quan un feix de raigs X d'intensitat /, travessa un cos, surt per la

banda oposada a I'entrada amb menor intensitat, fenomen que es pot

expressar amb la classica equacio:
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on ) és la intensitat incident, / la final, u el coeficient d’absorcié

lineal i x el gruix travessat.

El coeficient d’absorcié depén de la composicié del cos travessat i de
les seves condicions fisiques (estructura cristal-lina, pressio, estat de
la substancia — liquida, solida, gasosa -, etc.). Per aixo és més practic
fer servir un coeficient independent d’aquests parametres i que es pot

deduir fer intervenir la densitat (0)
- Qo
I=1e 7o

on I'expressié (/o es coneix com a coeficient d’absorcié massic
(caracteristic de cada element i longitud d’ona incident), mentre
x-p€s la massa per unitat d'area de la mostra. Com que, en general,
les substancies no estan formades per un Unic element, si les

fraccions de pes de cada element d’'una mostra son p;, els coeficients

d’'absorci6 massica per una determinada longitud d'ona so6n

Vo=r(05)

La dispersié del coeficient
d’absorcié massic del bari respon a
una figura com la que es mostra. La
corba presenta discontinuitats a
0.37A, 2.068A, 2,204A i 2.363A, que
. = corresponen a 37.43KeV, 5.99KeV,
energia necessaria per arrencar un
electro del nivell 1s 5.63KeV i 5.25KeV respectivament.

Aquestes  sbn les  energies
necessaries per arrencar electrons
de les capes K, L,, Ly i Ly, dels atoms
de bari i per aixo els pics d'absorci6é

> es denominen amb aquestes lletres.
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Producci6 de raigs X

Els raigs X que s'utilitzen en els diversos equip experimentals es
produeixen, normalment, pel bombardeig d'una placa d'un metall
amb electrons accelerats. Si es fan impactar electrons a gran
velocitat sobre un cos, aquests penetren profundament en els atoms
gue el formen i arrenquen electrons dels nivells inferiors (K, L, etc.).
Els forats creats soén immediatament omplerts per electrons
procedents dels nivells d’energia superior (és un procés idéntic al
descrit anteriorment per la fluorescencia), que alliberen la diferencia

d’energia en forma de radiacié electromagnetica.

Sigui AE la diferéncia d’energia entre dos nivells (L i K, per exemple),
la frequéncia (V) emesa per aquest salt electronic, d’acord amb la

condici6 de frequéncia d’Einstein és:
V= 7 on & és la constant de Planck

comque V = % , 'expressié anterior queda:

c _AFE _clh
. === o a="2
Energia A h AE
A serie Ly M
ad Vi . o ,
i | M'"M i com que ¢ i h sOn constants, la longitud d’ona de la
S| M 1
|
radiaci6 X emesa només depen la diferencia
d’energia entre els orbitals implicats. Per una major
20 o bir diferencia d’energia la longitud emesa sera menor i
2s] L .
viceversa.
- v
@) transsicio @ emissio RX €
electronica Com que les diferéncies d’energies entre orbitals son
d N A / . discretes, I'emissio produida per un bombardeig
@ccité, c d’electrons estara formada per una série de linies de
e l'electro

longituds d'ona caracteristiques de cada tipus

Esquema dels salts energétics que tenen

d'atom, és el que es coneix com “espectre

lloc en excitar un atom i arrencar un electr6  caracteristic”. Les linies d'aquest espectre es
dels orbitals interns

denominen amb la lletra del nivell excitat i un
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50KV
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Intensitat

T
1.0
Amin Longitud dona A

Espectre caracteristic format pels pics

d’emissié K, més el fons de radiacié continua,

gue s’ha representat per a diferents corrents
d’'acceleracio (30 kV, 40kV i 50kV).

Tub de raigs X

subindex segons el nivell d'on els electrons
procedeixen, aixi les radiacions emeses per

electrons que arriben a la capa K s’anomenen

K, Kq1 | Kg2 les que corresponen a salts des

dels nivells L, i Ly, Kg des del nivell M, etc.

A més, existeix un fons de radiacié continua
produida per col-lisions entre electrons i els
nuclis i per altres que son frenats per altres
mecanismes, I'energia dels quals es transforma
parcialment en calor i parcialment en raigs X.
Com que aquests impactes son aleatoris,
'efecte és un fons continu de radiacié, on la
longitud d’'ona més petita depen de l'energia

del feix d’electrons, segons I'expressio:

on V és el voltatge usat per accelerat els

electrons.

Un tub per produir raigs X consta dels seguents elements:

a) una base metal-lica refrigerada que suporta la placa metal-lica

(anode) que sera bombardejada pels electrons,

b) un filament que es posa incandescent mitjancant el pas d'un

corrent electric de pocs mA,

C) un sistema eléctric que estableix una diferéncia de potencial

d’alguns KV entre I'anode i el filament,

d) un tub que tanca el conjunt, en el que es fa el buit per evitar

que es cremi el filament i que té dos o quatre finestres de beril

per permetre la sortida dels raigs X emesos pel catode.
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Amb aquesta disposici6, si es fa passar un corrent electric pel
filament, aquest es posa incandescent i emet electrons, que la
diferéncia de potencial amb el anode accelera contra
aquest i es produeix I'emissié de raigs X en totes
direccions. Per evitar 'escalfament del anode degut
als electrons que impacten amb els nuclis, el bloc

metal-lic que el suporta té un circuit de refrigeracio.

Amb aquest sistema de produccid, les longituds

d'ona de la radiaci6 emesa depéen del metall que

Hi T Mr,ﬂ&:ﬂ' forma I'anode, per aixo es descriu I'anode pel metall
# .+ -
1 +; AR ﬂhm_ | es parla de “tubs de coure, de wolframi, de crom”,

etc. Per be que, com s’explicara seguidament,

només alguna de les frequéncies emeses pel tub

s'aprofiten per produir la difraccid.

D’altra banda, les condicions d’excitaci¢ del filament
(la intensitat del corrent que s’hi fa passar) i la
_ diferencia de potencial entre aquest i Il'anode
Esquema d’'un tub de raigs X. o _ _ _ _
condicionen la qualitat del feix emés (intensitat, fons

de radiacio, etc.).

Filtres per a raigs X

L’emissio del tub consta d’'un espectre format per diverses linies de
certes longituds d’ona, normalment el doblet Ky1+2 i la Kg, més el fons

de radiacio continua. Per la majoria dels usos es necessita una
radiacié el més monocromatica possible, de manera que I'emissié del
tub ha de ser filtrada per obtenir una radiaci6 més adequada a les

necessitats.

Per aix0 es poden fer servir lamines metal-liques d'un metall de
ndmero atomic immediatament inferior al del anode. Com s’ha vist, la

discontinuitat en la dispersié de I'absorcio correspon a I'energia que
emetria el nivell corresponent. Per exemple, la linia Ky del coure té

una longitud d’ona 1.54A, mentre que la del Ni és 1.49A, aixi dons es
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pot usar una plaqueta de niquel per filtrar 'emissio d’'un anode de
coure. A la figura es mostren superposats I'espectre d’emissio del
coure i la dispersio de I'absorcié del niquel. Com que la maxima

absorcio es produeix a la zona d'emissié de la KgCu, la intensitat

d'aquesta linia queda molt disminuida, aixi com part del fons de
radiaci6 continua, de manera que s'obté una radiacié filtrada

fortament monocromatica respecte de 'emesa directament pel tub.

Aquests no son els unics filtres que s'utilitzen en els treballs amb
raigs X. De fet per obtenir una radiaci6 monocromatica, sense
radiacio de fons ni residuals d’altres linies, se solen usar filtres basats
en el fenomen de la difraccio de raigs. Obviament, a aquesta alcada
del text no sembla prudent introduir I'explicacié d’aquests filtres en

aguest punt.

e

1.49
' I
/absorcié del Ni
emissio del Cu
| '\' / |
1.39§ 1.54§
—_ A\ —_ A\
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Difraccio de raigs X

La difraccié de raigs X consisteix en un procés d’interferencies de la
radiacié difosa elasticament pels atoms d’'una estructura cristal-lina
per I'accié d'un feix incident. Aixi dons, en enviar un feix de raigs X
sobre un cristall, hi ha algunes direccions en les quals es produeix
interferéncia constructiva, mentre que en d'altres no. Aquest és el

fenomen de la difraccié per un cristall.

Convé recordar, per una millor comprensiéo del que segueix, que
interfereixen les ones d’igual frequéncia que es propaguen en la
mateixa direccié (condicions de Fresnel i Aragd) i que la intensitat
maxima de la ona resultant de la interferéncia s’assoleix quan la
diferencia de cami entre les dues ones és mdltiple de la longitud
d’'ona.

(per informacié complementaria sobre interferéncia d'ones

electromagnétiques vegeu:

http://www.cristalografia.info/optica/7-interferencia.pdf).

L’estudi de la difracci6 de raigs X es pot abordar des de dos aspectes

diferents:

- la geometria: les direccions en les que té lloc la difraccid
depén dels parametres del reticle (mida i forma de la cel-la
fonamental),

- laintensitat de les ones difractades esta relacionada amb les
posicions i naturalesa dels atoms en el reticle cristal-li, és a

dir, de I'estructura cristal-lina.

El text que segueix a continuacié aborda la geometria de la difraccio

de raigs X mentre que la intensitat s’estudiara en el capitol seguent.

Equacions de Laue

Tot i que la difusié elastica es produeix per la vibracié armonica dels
electrons de cada atom, en una aproximacié suficient per I'estudi de
la geometria de fenomen es pot considerar que la difusié és produida

pels atoms, de manera que cada un dells, en ser atrapat pel feix




incident, es comportara com un emissor de raigs X de la mateixa

frequencia que el feix incident.

Difraccié produida per una filera reticular

Considerem una filera reticular de translacio
a, en la que incideix un feix de raigs X de

longitud d’ona A, sota un angle d'incidéncia O,

com es mostra a la Figura 1. Cada un dels

atoms de la filera, en ser atrapat pel feix, emet
raigs X. Els que es propaguen en la mateixa
direccio interferiran entre ells i ho faran
constructivament aquells que la diferéncia de
cami sigui un multiple de la seva longitud

d’'ona. Per tant, els que deixen la filera sota un

angle (3 interfereixen constructivament si:

|AD —CB| = HA, on H és un nombre enter i
! CB=alcosa i AD=alcospf

er tant HA =a(cos B—cosa
FIGURA 1 P ( 'B )

expressié que es coneix com equacio de Laue.

Com que n és un nombre enter i A i o s6n
constants experimentals, els diferents valors de
n donaran lloc a diversos valors possibles de 3.
D’altra banda, tots els raigs que deixen la filera
sota el mateix angle [3 compleixen la condicié

de difracci6, la qual cosa vol dir que totes les

generatrius dels cons formant angles dels

valors possibles de 3 seran les direccions de

difracci6 de la filera de periode a (Figura 2).

FIGURA 2




En un esquema com l'anterior (Figura 3) suposem
uns vectors unitaris S,i S en les direccions del
raig incident i difractat, respectivament. Els seus

productes escalars amb a soén:

§0 L& :‘§O‘EIE|Eosa:ansa

§E&=‘§‘ﬂﬁ|@os[z’=a@osﬂ

per tant, es pot reescriure I'equacié de Laue com

una expressio vectorial:
FIGURA 3

ifs, -§)=mA

Difraccié produida per un pla reticular

Es pot imaginar un pla reticular format per dues fileres conjugades de
periodes a i b, en el qual incideix un feix de raigs X que forma
sengles angles a; i 0, amb aquestes fileres reticulars. Difractaran els

raigs que compleixin el segient sistema d’equacions de Laue per les
dues fileres

al{cos B, —cosa,) = HA

} on Hi K sén nombres enters
b{cos B, —cosa,) = KA

L'expressio vectorial d’aquest sistema és:
s, - 5)= HA
b s, - 5)=xA

Els raigs difractats amb major amplitud, els que

compleixen l'anterior sistema d’equacions, correspondran

a les direccions de les generatrius que tenen en comu els

cons de Laue d’ambdues fileres conjugades que formen el
pla (Figura 4).

FIGURA 4




Difraccio produida per un reticle tridimensional

El reticle es poc considerar format a partir de tres fileres fonamentals

de periodes @, b i C i, per tant, les direccions de difraccié seran
les que compleixin el sistema format per les equacions de les tres
fileres:

al(cos B, —cosa,) = HA

bl{cos B, —cosa,) = KA

c¢cos B, —cosa,) =LA

i les corresponents expressions vectorials son:

s, -§)=Ha
b s, - §)= k1
s, - 5)= 14

H, K i L sbn nombres enters, sense cap altre limitacié. Es pot

extreure el seu factor comu (que pot ser 1), de manera que:
H=nh;, K=nk, L=nl
i 'anterior sistema d’equacions queda:
/s, -5)=n1 | @
% E(EO —S): nA( (2
%[(50 —§):n/l JNG)

Restant les equacions anteriors fent (1)-(2); (1)-(3) i (2)-(3), resulta un

Y

nou sistema;




. A
%-% {5, - 5)=0

%—% s, -5)=0 ¢
%-g ds,-5)=0

és a dir, que el vector (§—§0) €s

perpendicular als vectors
a_b) (a_e)(b_¢
ho k] \n 1)k I

Com que A, ki [ s6n nombres enters i

primers entre ells, els vectors %,

% [ % son les interseccions del pla

(hkl) més proper a l'origen amb les
fileres reticulars fonamentals [001],
[010] i [001], respectivament (Figura
5).

FIGURA 5

D'altra banda, el modul del vector

(§—§O) es pot deduir fent una

construccio com la que es mostra a la

Figura 6, d’'on es dedueix que:

(S-S,)=i2BEind
FIGURA 6
on # és un vector unitari en la direcci6

de (5 —50).

Aleshores, les equacions (1), (2) i (3) queden transformades de la

seguent manera:




%Eﬂi@ine:%tmmezél G Gin 6 = nA

on % és la distancia ON entre l'origen i el pla (hkl), és a dir dj i, per

tant,

nA

hikl = . ’
2sin @

gue es pot escriure
2d,,,sin@ =nA,

equacio que equival a la solucié simultania de les tres equacions de
Laue i que es coneix com a equacié de Bragg i és la que controla la
geometria de la difraccié. Si, a més, es considera que dyy €s l'invers
del modul d’'un vector del reticle reciproc i, per tant, s'admet que
poden existir ternes de 4, k i [ que no siguin primers entre ells,

'equacio de Bragg es pot escriure de la seglient manera
2d,,sin@ =4

Observant la figura anterior es veu que aguesta equacio es compleix
quan el vector (5 - §O) es perpendicular al pla (hkl) i el fenomen té

la mateixa geometria que la reflexié optica, d’aqui que la difraccio
produida pel pla (hkl) en una determinada direccié s’anomeni també

reflexio hkl.

Cal fer notar que, d’acord amb la normativa internacionalment
acceptada, la reflexio hkl s’expressa sense paréntesis, contrariament
al pla (hkl) que si porta paréntesi, o la filera [hkl] que s’expressa

entre claudators.




Esfera d’Ewald

Ewald va imaginar una construccid geometrica per determinar
graficament les solucions de I'equacié de Bragg, que es coneix com

esfera d’Ewald.

Com s’ha representat a la Figura

N
Y

®
(2h 2k 20

7, un raig X segueix la trajectoria
10 i al punt C incideix sobre els
plans (hkl) d'un cristall. Amb
centre en C es tragca una esfera
de radi proporcional a 1/A.
Centrada en O, sortida del raig, es

dibuixa el reticle reciproc orientat

com el cristall, amb el mateix

FIGURA 7

criteri de proporcionalitat que

l'usat per dibuixar l'esfera. Per
* .
tant, el vector r,,, es situa en una

filera perpendicular als plans (hkl)
del cristall. Si es gira el cristall al
voltant d'un eix perpendicular al
pla del dibuix que passa per C, la

filera del reticle reciproc que conté

* . St
el vector r,, i els seus mdltiples

* . Y . Y . .7 .
(7, ) Qirara solidariament. EI que preveu la construccio ideada

per Ewald és que cada cop que un nus del reticle reciproc es situi

sobre I'esfera, per aquell punt es produira un raig difractat CR.

Si s’analitza el triangle isosceles CRO de la figura 7, s'observa que,

per construcci6 CO =CR =%, alhora OR és perpendicular a la

traca CS del pla (hkl), que divideix el triangle en dues meitats

simetriqgues (COS i CRS). Per construccié, RS = 12d , langle
hkl

RCS=6,, i CR= %1 , per tant




) RS
Sin Hhkl = a ,

i substituint RS'i CR pels seus valors queda:

dhkl
. A
sing,,, = 2 -

% 2dhkl '

gue es pot reescriure com

20d,,sin8=A,

que és l'equacio de Bragg, que es compleix quan un nus del reticle
reciproc esta sobre l'esfera d’Ewald, com es pretenia demostrar.
Obviament, els nusos corresponents als vectors de modul superior a
2/\ no difractaran perqué no tocaran mai I'esfera i, en termes de

'equacié de Bragg, aquesta no es compleix perqué el valor calculat

pel sinus seria superior a la unitat.




Difraccio de raigs X: factor d’estructura

Introduccio

En aquest capitol s’analitza la intensitat de la radiacié X difractada en
certa direccié per una familia de plans reticulars, és a dir, es deduira
'amplitud (la intensitat és proporcional al quadrat de 'amplitud) de la
reflexio hkl. Obviament, la intensitat mesurada depén de les
condicions experimentals (corrent del filament, diferéncia de potencial
aplicada, estat del filament, sistema de deteccid, etc.), pero també
dels atoms que formen els cristalls que produeixen la difraccid i de la
seva disposicio estructural, és a dir de I'estructura cristal-lina, que és

'aspecte que s’abordara seguidament.

Per analogia amb la difraccié optica, on I'amplitud difractada depén
de la difracci6 produida per cada unitat de la reixa de difraccio, en el
cas de la difraccio de raigs X per un cristall, I'amplitud estara
regulada per cada una de les unitats que formen el cristall, és a dir,
per la forma i contingut de la cel-la fonamental. De manera que
I'estudi de la difraccié es basara en l'analisi de la interferéncia dels
raigs X difosos elasticament pels atoms continguts en la cel-la

fonamental.

Difusié produida pels atoms

Com s’ha vist anteriorment, la difusié elastica o de Rayleight té lloc
guan el camp eléctric variable associat a I'ona incident posa a
oscil-lar els electrons dels atoms amb la seva mateixa frequéncia.
D’aquest procés no hi participen els nuclis perqué la seva excessiva
massa no els permet seguir I'oscil-lacié del camp eléctric. Aixi dons
es podria imaginar que I'amplitud difosa esta directament relacionada
amb el nombre d’electrons de I'atom en cada estructura, la qual cosa
només és certa parcialment: en general és possible afirmar que els
atoms de numero Z superior difonen més intensament que els de

namero Z més petit, pero I'amplitud difosa depén també de I'estat
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energétic dels electrons i, a més, no es produeix igual en totes

direccions.

Per analitzar la variacid6 amb la direccié considerem un atom amb tots

els electrons concentrats en un nuvol esferic (Figura 1), al que arriba

un feix de raigs X del qual considerem els raigs que incideixen sobre

els punts A i B. La difusi6é en la mateixa direccié que el feix incident

esta en fase, de manera que la
interferéncia sera constructiva i
lamplitud maxima. Si ara es
considera la direcci6 dels raigs

difosos per A i B que forma un angle

FIGURA 1

» 20 amb la direccié d’incidencia, la
diferencia de cami entre aquests

dos raigs és

A =|AD-CB|

a mida que augmenta l'angle la

diferencia de cami es va fent més petita i, tenint en compte que la

distancia AB és de l'ordre de la longitud d’ona dels raigs X incidents,

la interferéncia en els dos raigs va resultant de menor amplitud.

Atomo puntual

FIGURA 2

J 1 | T | T T
0l 02 03 04 05 0:6 0:7 08 09

sen @ -8
7 10

Els valors de [lamplitud difosa pels
diferents atoms en diferents direccions,
gue s’anomena f, esta calculada i tabulada
per a cada element i les dades es poden
consultar en diferents publicacions, per
exemple en les “International Tables for X-
ray Crystallography”, entre d'altres. A tall
d'exemple, en la figura 2 es mostra la
dispersié de la difusié de diversos atoms

en funcié de la direcci6é considerada com el

valor sin@/A.

Com es pot apreciar, els atoms de numero

Z superior difonen més que els més

Marius Vendrell
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lleugers, per be que l'amplitud no és estrictament proporcional al

nombre d’electrons. Igualment, es pot veure a la figura que I'amplitud

/f disminueix a mida que considerem direccions més allunyades de la

d’incidéncia.

Difracci6 produida per una cel-la

s AT

FIGURA 3

FIGURA 4

Una cel-la d'un cristall conté diferents
atoms ubicats en coordinades (x; y;, z)).
Quan hi arriba un feix de raigs X cada
un d’aguests atoms es converteix en
una font puntual d’emissio de raigs X de
la mateixa freqiéncia i una intensitat
diferent en les diverses direccions, com
s'esquematitza en la figura 3. Aix0 és
aixi perque els que difonen els raigs X
son els electrons, com s’acaba de
veure, perd a efectes daquesta
explicacié convé considerar cada atom

una font puntual d’emissio.

Les interferéncies constructives
d'’aquesta  emissi6 en  aquelles
direccions en que (§—§0) sigui
perpendicular a una familia de plans
(hkl) constituiran la difracci6 produida
per aquesta cel-la. Considerem una
d’aquestes direccions, com s’indica en
la figura 4, i els raigs que sén difosos
per cada atom en aquesta direccio
assoliran un front d’'ona (per exemple el
assenyalat a la figura) amb diferents
estats de fase @ .= Com que tenen

idéntica freqléncia i progressen en la

Marius Vendrell
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mateixa direccié interferiran (condicions de Fresnel i Arago) i la

resultant sera la difraccidé en aquesta direccio.

En analitzar aquesta direccié s’esta considerant els plans (hkl)
perpendiculars a (§ - §0), el més proper a I'origen dels quals talla als

eixos fonamentals a les seglents distancies:

% N 71

L’equacié canonica des plans (hkl) és

Les coordenades parcials de cada atom son (x; y; z) i les seves
coordenades absolutes (a'x; by, cz). Per tant, el pla paral-lel als

(hkl) que passa per cada atom és:

alx, b0, cli,
L+ L+ L=hx. +ky +lz. =m
% 7 7 i kyl i
h k [
on m €s un nombre racional perqué es tracta d'un pla intermedi entre
dos (hkl) i, mentre la diferéncia de fase entre dos plans d'aquesta

familia és 2m, la fase del raigs difés pel pla que passa per cada un

dels atoms és
¢ =2nlm=2n(hx, +ky, +iz,)

Ara, per a la direcci6 de la reflexido hkl, es coneix I'amplitud f
(obtinguda de les corresponents taules) i la fase @ de la radiacio
difosa per cada un dels atoms de la cel-la. Per coneixer la resultant
de la interferencia dels raigs difosos pel conjunt d’atoms en la
direccié de la reflexié considerada, es por recorrer a la construccio
d'un diagrama d’Argand, on la difusié de cada atom es representa
com un vector de modul proporcional a 'amplitud i 'angle que forma

amb un dels eixos correspon a la fase. La resultant sera la suma dels
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vectors corresponents a la difusié de
cada un dels atoms, com es representa

R esquematicament a la figura 5.

En aquesta figura OR és I'amplitud de

<9 J's\.gl)g : lona difractada i val OR’=0S’+SR’ ,

S 3%, ¢ T per tant,

o i OR® = (% f,cos @)"+ (2 £, sin )’

FIGURA 5

i substituint la fase pel seu valor
¢ =2n(hx, +ky, +1Iz,),

2

2
OR* = (z f, cos27(hx, + ky, +zz,.)] +(z f, sin271(hx, + ky, +lzi)j
on OR és lamplitud difractada que es coneix com a factor

d’estructura  (Fiu).

A afectes de calcul, aquesta expressio es pot simplificar aplicant la

llei de Moivre, que estableix que e =cosa+il8ina i
representant les amplituds difoses en un sistema imaginari d’eixos (x,

iy), I'expressio anterior quedaria

2

2
OR® = (z £, cos27(hx, + ky, +lzi)j +i(Z £ sin271(hx, +ky, +lzi)j

i aplicant I'esmentada llei de Moivre el factor d’estructura s’expressa,
_ 278 (hx;+ky; +lz;)
Fhkl - Zfz Le

Com s’ha comentat anteriorment, I'amplitud de la reflexié ikl depén
del tipus d’atoms (que influencia I'amplitud de difusio f), de la seva

posicio en la cel-la (x, y, z) i de l'orientacié considerada (és a dir, dels
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FIGURA 6

plans (hkl)). Per aix0, les possibles reflexions de difraccio d'un cristall

tenen amplituds diferents.

S’ha d’assenyalar que, si be la construccié realitzada en el diagrama
d’Argand permetria preveure I'amplitud i la fase de I'ona difractada, la
realitat és que els equips experimentals detecten la intensitat, que és
proporcional al quadrat de I'amplitud, perd no és possible conéixer

experimentalment la fase.

Efectes de la simetria

La intensitat de la difraccié depen de les posicions atomiques, que
sén periodiques i, alhora, determinen la simetria del cristall. Sembla
logic pensar que la difraccié d'un cristall reflecteix aquesta simetria.
Es pot estudiar aquest efecte a
través d'un exemple. Imaginem
una cel-la d'un cristall amb un pla
de simetria orientat (001), si hi ha
un atom A en (x)z), per

'existencia del pla de simetria,

n'hi haura un altre a (x,y,-z) —

figura 6 .

El factor d'estructura d'una

reflexioé hkl sera:
— 278 (hx+ky+Iz) 271 (hx+ky~=Iz)
Fuuw = 14 |_e te J

El pla simetric del (hkl) pel pla de simetria d’aquest cristall és el

(hkl) , i el factor d'estructura de la reflexio Akl val:

F_=f |.e27'i(hx+ky—lz) +eZn‘(hx+ky+lz)J
hki 4
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iy

F hikl

és a dir, que

Fy = F,

hkl ?

les dues reflexions relacionades per un

element de simetria tenen la mateixa amplitud (i intensitat). Per tant,

els efectes de la simetria també afecten les reflexions de difraccio.

Llei de Friedel

La llei de Friedel preveu que la intensitat de dos reflexions de plans

relacionats per un centre d’'inversio tenen la mateixa amplitud, tant si

la simetria del cristall conté centre d’'inversié o no. Els efectes de la

difracci6 de raigs X sén centrosimetrics i, en qualsevol cristall

Iy, =1 i Fu

hkl

= F.

hkl

El factor d’estructura d’'una reflexio ikl és

Fiu = (Zf; cos 27t(hx, + ky, +lZi)j +I(Zfl sin 277(hx; + ky, +lZi)j

que és una expressio del tipus 4 = x + iy

El factor d’estructura de la reflexio Akl

relacionada amb

I'anterior per un centre d’inversio és

Fig = (Zfl cos 27(—hx; —ky; ~ Iz, )) +I(Zfl sin 277(—hx; — ky,

FIGURA 7

x que és una expressio del tipus A* =x —iy

A és el complex conjugat de 4* i els moduls soén iguals i, si
be les fases de les dues reflexions sén diferents (com es pot

veure a la figura 7), en no poder ser detectades

experimentalment, els efectes de difracci6 sbn

centrosimetrics i

\Fhk,\ = ‘Fm‘
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per qualsevol tipus de cristall i, en conseqléncia, dels 32 grups de
simetria puntual només els 11 que contenen centre de simetria poden
ser identificats per difraccio de raigs X: son els que es coneixen com

a grups de Laue.

Aquests grups son els seguents:

Sistema grup de Laue
Triclinic 1
Monoclinic 2/m
Rombic mmm
Trigonal 3, 3m
Tetragonal 4/m, 4/mmm
Hexagonal 6/m, 6/mmm
Cubic m3, m3m

Extincions sistematiques

La preséncia d’elements de simetria que incorporen translacio, com
eixos helicoidals o plans de lliscament, aixi com les xarxes multiples
(P, I, F, A, B o C) causen que la intensitat d'algunes de les reflexions
previstes per la llei e Bragg sigui nul-la. Hi ha plans que, segons la llei
de Bragg haurien de difractar i, no obstant aix0, no difracten. Es el
gue es coneixen com reflexions sistematicament absents o

extincions sistematiques

Aquesta informacio permet, entre d’'altres coses, determinar el grup
espacial d'un cristall a partir de landlisi de les extincions
sistematiques. En aquesta seccid s’estudien aquestes extincions
sistematicament absents degudes a la preséncia de diversos
elements de simetria o0 a reticles mdltiples, se’n presenten diversos
exemples i es generalitzen les conclusions per establir les condicions

de difracci6 en cada cas.
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Extincions causades per un reticle multiple

(210) Reticle C

\

/ b
Un reticle mdltiple implica [l'existéencia de
translacions de modul menor que les
. —

adoptades com a fonamentals, la qual cosa

condiciona la periodicitat de les families de

plans reticulars. Per exemple, en un reticle
/ primitiu com el de la figura la traga del pla (210)
més proper a l'origen intersecta el vector a per

la meitat, (a/h), ial b pel seu extrem, (E/k), [

no passa pel centre de la cara [001] de la

/ B’
/ cel-la.
/
// Si el reticle és C, aplicant la periodicitat de la
/

xarxa, si pel nus origen passa un pla, passara

per tots el nusos (postular reticular): la densitat

/ de la mateixa familia de plans es veura

duplicada i el més proper a l'origen talla els
eixos a a/4 i b/2, de manera que els seus

index de Miller seran (420) i no existira la familia (210). La primera
reflexié de difraccié de raigs X sera la 420 i no la 210. Aquest fet es

pot demostrar ai generalitzar a partir de I'expressié del factor

Es pot imaginar una cel-la C d'un estructura molt

simple amb atoms del mateix element en la posici6
(0,0,0) i 'equivalent (1/2,1/2,0). L'expressio del factor

d’estructura d'una reflexié Akl tindra dos termes, un

(]/2, 1/2, 0) per cada atom, i sera

(420)
/
/
=
a
FIGURA 8
d’estructura.
000 i
|
|
|
|
|
|
I
|
|
i
FIGURA 9

— 272 (h0+k0+0) 277(%+%+1K1) —
Fhkl_f1|:e te =fi|1+e

Aplicant la llei de Moivre al segon terme del sumatori
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h+k
2

¢ 2 =cos[m(h+k)|+iBin[7(h + k)]

es poden considerar dos casos possibles, que (h+k) sigui parell o

senar
- Si (h+k)=2n, és parell

h+k

e 2 =cos(2nm)+iBin(2nm) =1+0=1 aleshores

n‘h+k

Fiy =f1(1+e ? j=f1(1+1)=2.fl

que és un valor no nul i, per tant, existira reflexio.
- Si(h+k)=2n+1, és senar

h+k

¢ =cos|2n+ ) +iBin[(2n + )] = -1+0=-1

i per tant F,, = f,(1-1)=0, és a dir, s'anul-la i aquesta

reflexié no apareixera en la difraccio.

De manera generica es pot afirmar que per que es produeixi reflexio

en un reticle maltiple C cal que (h+k) sigui parell.

Reticle |

®0.00 |

| En el cas d'un reticle | amb un atom en lorigen

i (0,0,0) n’hi haura un altre a (1/2,1/2,1/2), I'expressio
_____________ :‘(}};_]_/_2_]_/_2_)_ ~|  del factor d’estructura d’'una reflexio hkl és

I

i Wb 1) 5 gk

: Fhkl :fi|:62n‘(hll)+kll)+lm) +e ORI :|:f'1(1+€ 5 ]
FIGURA 10

on el segon terme del sumatori es pot expressar:
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+k+
2ﬁhkl

e 2 =cos|[mh+k+D)|+iBin[rh+k+1)]

i, com en el cas anterior, es pot considerar que (h+k+I) sigui parell o

senar:

- Si (h+k+D)=2n,

5 h+k+1
¢ 2 =cos(2nm) +iBinnm =1+0=1,

i F,=0-1)=0, que és un valor no nul i la reflexié

apareixera,
- Si(h+tk+l)=2n+1,

+k+
2”hkl

e ? =cos|(2n+)m|+iBin[2n+1)m=-1+0=~1

i per tant, F,,, = f,(1-1)=0, s'anul-la i aquesta reflexid6 no

apareixera en la difraccio.

Com en el cas anterior, s’ha demostrat que per que es produeixi

reflexio en un reticle multiple | cal que (h+k+I[) sigui parell.
Sumari

Es podrien fer demostracions semblants per altres tipus de reticles
multiples que permetrien obtenir una taula com la que es mostra
seguidament amb el resum de les condicions de difraccié pels

diferents reticles.

Tipus de reticle Condicions de reflexié

P no hi ha condicions, apareix qualsevol ikl

k+1=2n

A
B h+1=2n
C h+k=2n

k+1=2n
F h+1=2n Tots els index parells o tots senars

h+k=2n

I h+k+I1=2n
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Extincions degudes a eixos helicoidals

-

e |
| A
A~

R\ A

| A

V:/# i
- |T i
By A
il il
| A :

ia) < b)

FIGURA 11. T translacié del reticle paral-lela a
I'eix; t: translacio associada a I'eix

a) un eix binari helicoidal i un pla reticular que
no li és perpendicular no genera més densitat
d’aquesta familia de plans, sino que manté
I'espaiat de les families A i B; b) si el pla és
perpendicular, I'accié de I'eix duplica la

N

@~ : ~|.‘ @~
' |
"""" O3 |
|
N N — ~+v ————————— ~@
L (xyzt %,
P T2
| '
FIGURA 12

De manera intuitiva es pot veure que la
preséncia d'un eix helicoidal augmenta la
densitat dels plans reticulats que li sén
perpendiculars. Un pla reticular
perpendicular a un eix de rotacid (no
helicoidal) es veura repetit pel vector
translacié del reticle que sigui paral-lel a
I'eix, pero si I'eix és helicoidal, la translacié
associada al propi eix repetira el pla, de
manera que densitat d’aquesta familia de
plans es veura multiplicada per dos, tres,

guatre, etc. segons el tipus d’eix (figura 11).

Igual que s’ha fet pels reticles mudltiples, es
pot demostrar I'existencia de reflexions
sistematicament absents a partir de
'expressio del factor d'estructura de les
reflexions afectades en cada cas (plans
perpendiculars als elements de simetria

gue es considerin).
Eix binari helicoidal paral-lel a ¢

En la figura 12 s’ha representat la
projecci6 d'una cel-la amb un eix 2;
paral-lel a [001]. La projecci6 té forma
rectangular perque un eix com aquest en
aquesta posicid només pot existir en els
sistemes rombic i, tetragonal i, a efectes
de la demostracio, és irrellevant que la
cel-la sigui d’'un o altre sistema. En una
estructura molt simple amb un atom en

(x,y,z) i I'eix passant per l'origen, existira

un altre atomen (x, y,z +%).
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L’eix 2, en aquesta posicio i dels sistemes rombic o tetragonal només
afectara els plans que li siguin perpendiculars, és a dir els (00]). Per
tant, aqui només es consideren aquestes reflexions. El factor
d’estructura d'una reflexi6 00/ esta format per dos termes, un

corresponent a cada atom de la cel-la

0/ —

Fo _f1|:ezzi(xm+ym+zm +62ﬂ(-xm-ym+zm+%:|:f1|:ezzt(zab +e2ﬂ(zm+%):|

_ , 27l — 27 27}
i traient factor comd €~ Fo, =1 L& (Zm)(1+e /Zj

on el segon terme de la suma és pot expressar com

ezn% = cos2ﬂ% +7 8in 271%

Si [=2n: em% =cos2nT+iBin2nmT=1+0=1

i aleshores Fy, = f, &> (1"‘1). que no sanul-la i la reflexio

tindra certa amplitud.

Perosi [=2n+1
2l i _ —
e /2 =cosn+)m+iBin2n+)r=-1+0=-1

i el factor destructura sanul-la Fy, = f E’zﬂ(zm)(l—l):O, de

manera que aquesta reflexié no apareix.

Per tant, només es produiran aquelles reflexions 00/ en que [ sigui

parell.
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Eix 4, paral-lel a ¢

‘ ------- Aquest eix nomeés pot existir en aguesta
()/,3—C,Z+]/4) posicié en els sistemes cubic i tetragonal,
de manera que la projeccio de la cel-la
sera quadrada. Si hi ha un atom en
i ____________ (x,0,2), per efecte de I'eix n’hi haura altres
a les seguents coordenades:
X,z + ), (5,y,z+)0) i (D,x,2+%).
Les reflexions afectades, corresponents

als plans perpendiculars a l'eix, seran les

FIGURA 13

. 00!, i el factor d'estructura d'aquestes

reflexions tindra quatre termes, un per

cada atom de la cel-la,
Fhkl — -]pl IleZIle + ele‘lz+% + eZﬂlz+% + eZﬂlZ“%]

o . 2nlz
i traient factor comu € ,

F,, = fe’™ (1 +e" + 271" +em%)

aplicant la llei de Moivre els termes entre el paréntesi de I'anterior

expressio es poden escriure com

1+e +e/ +e” =
=1+ (cos272’* +iBin 278" ) +
+(cos27‘E% +i[din ZI'E%) +

+ (cos 272" +i8in 27‘2%)
Es pot considerar / multiple de 4, de 3, de 2 i d'1 (qualsevol valor).
- Si I=4n, F,, = fe" (1 +1+1+1) z0

'S|l:3n, Fhkl:ﬁezﬁlz(l+0+1_1+0+0_1):0
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- Si [=2n, excloent els mdltiples de quatre,
— 271z —
F, = fe™(1-1+1-1)=0
- Si[=2n+1, que inclou els mdltiples de tres,
F,=fe™(1+0+i-1+0+0-i)=0

Es a dir, que si hi ha un eix 4; en la direccié /001], de les reflexions
00l, només apareixeran aquelles que / sigui mdltiple de quatre, la

resta seran extincions sistematiques.
Sumari

Es pot demostrar quines son les extincions sistematiques i les
reflexions que tindran lloc per a qualsevol tipus d’eix helicoidal en les
possibles posicions que poden adoptar en relacié als vectors

fonamentals de les diverses xarxes possibles.

La seglent taula resumeix les condicions per tal que es produeixi

reflexié per cada un dels casos possibles.

Eix Orientacio Translacio Condicions per la reflexi6
associada
2, 4 [001] a/2 Per h00  h=2n
2, 4, [010] b/2 Per 0kO  k=2n
2, 4, [100] c/2 Per 001 [=2n
21 [110] a/2+b/2 Per hh0  h=2n
4, 44 [100] a/4 Per h00  h=4n
4, 44 [010] b/4 Per OkO  k=4n
4, 45 [001] c/4 Per 00! [=4n
63 [001] c/2 Per 001 [=2n
313, 6, 6, [001] c/3 Per 001 [=3n
6. 6s [001] c/6 Per 00! [=6n
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Difraccio de raigs X: factor d’estructura

Extincions degudes a plans de lliscament

Com en el cas dels eixos helicoidals, la preséncia de plans de

liscament que incorporen un vector translacié poden multiplicar per

dos o per quatre la densitat dels plans reticulars que li siguin

perpendiculars, la qual cosa produira reflexions de difraccié de raigs

X sistematicament absents, 0 extincions sistematiques.

Igual que en els casos anteriors es presenten alguns casos dels

quals es demostra quines son les condicions per tal que es produeixi

reflexi6 i, posteriorment, es generalitzara amb una taula resum

I'exposicié de les condicions de reflexio.

A
¢ (100)
®
= 5
d,
FIGURA 14
(x..2)
(x)er]/"Z/j/\
FIGURA 15

Pla b orientat (/00)

Suposada l'existéncia d'un pla de
lliscament en [lorientacio (100),
nomes pot tractar-se dels sistemes
rombic, tetragonal o cubic (per
aquest exemple s'exclou
expressament I'hexagonal) i com
gue en els sistemes considerats els
eixos son ortogonals (a=£=)=90°),
el pla de lliscament és perpendicular
a a (Figura 14). Les reflexions
afectades pel lliscament del pla
corresponen als plans perpen-

diculars a (100), és a dir els que so6n

paral-lels a @ i per tant, el primer

index és zero: (0kl).

Si el pla de lliscament és b, un atom
en (x,,z) estara relacionat per la
simetria del pla amb un altre a
(x,y+)Y,z) (Figura 15), aixi dons
imaginant una estructura molt

simple Unicament formada per
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Difraccid de raigs X: factor d’estructura

aquests dos atoms, el factor d’estructura de les reflexions 0kl valdra
1 278 (ky+4/ +1z 1 27k
FOkl - f1|:eznr(ky+l) te (ky A ):| - fl @2n(ky+l )(1 te A)

on el segon terme del sumatori val —/ si k és senar i I si k és parell i,

per tant
k=2n = F,#0 i k=2n+l1 = F, =0
Pla n orientat (/00)

Si el pla de lliscament considerat €s #n, la translacié associada és la
meitat de (b +¢) i per tant hi haura un atom en (x,y,z) i un altre en

(x,y+)1,z+Y%). L'expressio del factor d’estructura de les reflexions

Okl és

Foy = ﬂ[ezmkyﬂz) + ezﬂ(lm%ﬂﬁ%q = f; @2ﬂ(ky+lz)[1 + €2ﬂ(k+%):|

on el segon terme del sumatori val —/ si (k+/) és senar i I si (k+1) és

parell i, per tant

k+l=2n = F,#0 i k+[=2n+1 = F,, =0
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Difraccid de raigs X: factor d’estructura

Sumari

La taula resum de les condicions de reflexié pels diferents plans de

lliscament en les possibles orientacions és:

pla |orientacié | Translacio Sistemes possibles Reflexions afectades i
associada condicions de reflexio

a |[(010) a/’2 Monoclinic, rombic, tetragonal, ctbic | Per h0l, h=2n

a (001) a’? Rombic, tetragonal, cubic Per hk0, h=2n

b (100) b2 Rombic, tetragonal, cubic Per Okl, k=2n

b |(001) b/2 Rombic, tetragonal, ctibic Per hk0, k=2n

c (100) c/2 Rombic, tetragonal, cubic Per Okl, [=2n

c (010) c/2 Monoclinic, rombic, tetragonal, cubic | Per h0I, [=2n

c |(110) c/2 Tetragonal, clbic Per hhl, 1=2n

n (100) b/2+c/2 Rombic, tetragonal, cubic Per Okl, k+I=2n

n (010) a/2+c/2 Monoclinic, rombic, tetragonal, cdbic | Per h0l, h+I=2n

n |(001) a/2+b/2 Rombic, tetragonal, ctbic Per hk0, h+k=2n

n (110) a/2+b/2+c/2 | Tetragonal, cubic Per hhl, 2h+1=2n

d 1(100) b/4+c/4 Rombic, ctbic Per Okl, k+I=4n

d |(010) a/4+c/4 Rombic, ctibic Per h0l, h+I=4n

d 1(001) a/4+b/4 Rombic, ctbic Per hk0, h+k=4n

d [(110) a/4+b/4+c/4 | Cubic Per hhl, 2h+I=4n

FALTA HEXAGONAL
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